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Blatt 9: Schranken f̈ur große Abweichungen und Klassifikationsfehler bei
linearer Klassifikation

Abgabe Montag, 29. Januar 2001, in der Vorlesung

11. Schranken f̈ur große Abweichungen:In der Vorlesung wurden einige Abschätzungen f̈ur
die Wahrscheinlichkeit einer großen AbweichungP{X−EX ≥ ε} einer Zufallsvariable
X vorgestellt.

In dieserÜbung sollen die Abscḧatzungen qualitativ verglichen werden. Im einzelnen
betrachtet werden:

(1) BernoulliverteilungB(p) zu 0 ≤ p ≤ 1. X ist B(p) verteilt, wennX ∈ {0, 1} und
P{X = 1} = p, P{X = 0} = 1− p.
(2) NormalverteiltN(µ, σ), mit Parametern(µ, σ2) ∈ IR× IR+, Dichte

p(x) =
1√

2πσ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
.

Bearbeiten Sie nun folgende Aufgaben.

(a) Bestimmen SieP{X −EX ≥ ε} fürB(p) verteiltesX. Die entsprechende Formel
für die Normalverteilung l̈aßt sich nicht geschlossen darstellen. Sie können jedoch
Näherungen durch die Matlab Funktionerf berechnen.
Plotten Sie die tats̈achlichen Wahrscheinlichkeiten vonB(p) undN(0, σ2) gegen
Abscḧatzungen der Markov- und Chebyshev-Ungleichung. Variieren Sie die Para-
meter. (3P)

(b) Wir gehen nun zu Summen von unabhängig, identisch verteilten Zufallsvariablen
über. SeiXi ∼ B(p) (i ∈ IN).
Die Verteilung vonSn :=

∑n
i=1 Xi ist gegeben durch die Binomialverteilung:P{Sn =

k} =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k. Bestimmen SieE(Sn).

Plotten Sie die tats̈achlichen WahrscheinlichkeitenP{Sn − ESn ≥ ε}, sowie die
Abscḧatzungen durch die Hoeffdings- und die Bernstein-Ungleichung. (3P)

12. Klassifikationsfehler von linearer Klassifikation:In der Vorlesung wurde folgendes Re-
sultat zitiert: SeiH die Menge aller Hyperebenen. Fallsn ≥ d und2d/n ≤ ε ≤ 1, gilt
für die Hyperebenêφ, welche den empirischen FehlerRemp minimiert,

P{R(φ̂) > inf
φ∈H

R(φ) + ε} ≤ e2dε

(
2

(
n

d

)
+ 1

)
e−nε

2/2, (1)

Außerdem gilt, fallsn ≥ d,

E{R(φ̂)− inf
φ∈H

R(φ)} ≤
√

2

n
((d+ 1) log n+ (2d+ 2)). (2)

Diese Abscḧatzungen gelten nicht für die Hyperebene, welche den mittleren quadrati-
schen Fehler minimiert (siehe Aufgabe 10). Das Verhalten dieser Hyperebene soll jetzt
mit obigen Gleichungen verglichen werden.



(a) Generieren Sie einen Datensatz wie in Aufgabe 3 (a) mitP (ω) = 1
2
, ω ∈ {1, 2},

µ1 = (−5, 0)t, µ2 = (3, 3), Σ1 = Σ2 =

(
5 0
0 5

)
. Die optimale Diskriminanz-

flächeφ∗ ist dann eine Linie (wieso?). Bestimmen Sieφ∗. Bestimmen Sie durch
Sampling den erwarteten Klassifikationsfehlerinfφ∈HR(φ) =: R∗. (3P)

(b) Nun soll das Verhalten der Widrow-Hoff-Lernregel (siehe Aufgabe 10) mit den Glei-
chungen(1) und (2) verglichen werden. Ziehen Sie hierzu einen Datensatz, lernen
Sie mittels Widrow-Hoff auf einem Teil der Daten und schätzen Sie den Klassifi-
kationsfehlerR(φ̂) auf den restlichen Daten ab. Tragen Sie dieR(φ̂) − R∗ in ein
Histogramm ein. Wiederholen Sie den Vorgang für k = 100 Durchl̈aufe.

Bestimmen Sie nun angenäherte WertẽP{R(φ̂)−R∗ ≥ ε} undẼ{R(φ̂)−R∗} aus
dem Histogramm und vergleichen Sie diese mit Gleichungen(1) und(2). (5P)
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