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Allein aus dem Typ einer polymorphen Funktion läßt sich eine Eigenschaft der je-
weiligen Funktion ablesen. Diese Eigenschaft heißt das freie Theorem der Funktion.
Zum Beispiel gilt für jede Funktion m :: ∀α . (α → α) → ([α ] → [α ])

map r · mA f = mB f · map r ⇐= r · f = f · r

Hat ϕ den polymorphen Typ ∀α . τ α, dann besagt das freie Theorem von ϕ, dass
(ϕA, ϕB ) ∈ τ R für alle Relationen R ⊆ A × B . Hierbei wird der Typ von ϕ als
binäre Relation gelesen.

(f , g) ∈ R → S ⇐⇒ ∀a, b . (a, b) ∈ R =⇒ (f a, g b) ∈ S

((a1, a2), (b1, b2)) ∈ (R,S ) ⇐⇒ (a1, b1) ∈ R ∧ (a2, b2) ∈ S

([a1, . . . , an ], [b1, . . . , bn ]) ∈ [R ] ⇐⇒ (a1, b1) ∈ R ∧ · · · ∧ (an, bn) ∈ R

Zum Beispiel gilt für m, dass (mA,mB) ∈ (R → R) → ([R ] → [R ]) für alle
Relationen R ⊆ A×B . Spezialisieren wir die Relation R zu einer Funktion r , dann
erhalten wir die obige Aussage. Beachte: wenn (a, b) ∈ R ⇐⇒ r a = b, dann ist
(as, bs) ∈ [R ] ⇐⇒ map r as = bs.

Aufgabe 15. Wie lautet das freie Theorem von Funktionen des Typs

∀α . α → α

Zeige, dass id die einzige Funktion dieses Typs ist.

Aufgabe 16. Wie lautet das freie Theorem von Funktionen des Typs

∀α . (α → α) → (α → α)

Wieviele Funktionen dieses Typs gibt es? Lassen sich die Funktionen charakterisie-
ren?

Aufgabe 17. Wie lautet das freie Theorem von Funktionen des Typs

∀α β . (α → β) → ([α ] → [β ])

Leite aus dem freien Theorem die folgende Eigenschaft von map ab: map (f · g) =
map f · map g (das zweite sogenannte Funktorgesetz).

Aufgabe 18. Wie lautet das freie Theorem von Funktionen des Typs

∀α β . β → (α → β → β) → [α ] → β

Leite aus dem freien Theorem das ‘fusion’ und das ‘map-fusion’ Gesetz her.


